
19 費波納契的遊戲…齊肯多夫定理 

 

費波納契數列 nf 是滿足 1 21, 1f f  及遞迴關係 

1 2 ( 3)n n nf f f n     

的數列（後項等於前兩項之和），其前幾項可以算得為 

3 4 5 6 7 82, 3, 5, 8, 13, 21, .f f f f f f       

 

在 1202 年，義大利數學家費波納契出版了他的「算盤書」，他在書中提出了一道兔子

繁殖的問題：有一對兔子每月能生一對小兔（一雄一雌），而每對小兔在牠出生後的第

三個月，又能開始生一對小兔。在不發生死亡的情況下，由一對兔子開始，一年後會有

多少對兔子？  

關於這問題：在第一個月時，只有一對小兔子，過了一個月，那對兔子成熟了，在第三

個月時便生下一對小兔子，這時有兩對兔子。再過多一個月，成熟的兔子再生一對小兔

子，而另一對小兔子長大，有三對小兔子。如此推算下去，我們便發現了費波納契數列

的規律，也就是說，第n個月應該有 nf 對兔子才是。 

費波納契數列雖然起源於兔子問題，但是這數列幾乎與我們的生活息息相關，例如，人

體美學的黃金比例，生物世界的規律，股票市場的波浪理論…等都與費波納契數列有很

大的關連。 

費波納契數列有一個有趣的現象：「每一個正整數都可以寫成若干個不相鄰的費波納契

數之和，而且這種寫法是唯一的。」例如15 2 13,17 1 3 13,30 1 8 21        …等，這

個奇妙的現象稱為齊肯多夫定理。齊肯多夫定理有點像「每一個正整數都可以唯一的寫

成若干個質數的乘積」現象（算術基本定理）一樣，差別在於：齊肯多夫定理在談加法，

使用的數列是費波納契數列；而算術基本定理在談乘法，使用的數列是質數數列。 

現在讓我們來欣賞這節所要介紹的遊戲：  



 

有 ( 1)N N  顆石頭，甲﹑乙兩人輪流照以下規則取石頭： 

(1) 每次至少取一顆或一顆以上的石頭。 

(2) 先取的甲在第一輪時，不能將所有的石頭取完（至少留下一顆石頭）。 

(3) 每次取的石頭數目不得超過對方剛取走的石頭數目的兩倍。取到最後一顆石頭者獲勝。 

問：哪些數字N，後取的乙有必勝的策略，又其策略為何？ 

（第一次接觸的人可以找一個對手玩 30N  的情形） 

 

淡江大學數學系的余成義教授與師大數學系的鄒永灝同學都曾經研究過這道遊戲，我也

是從他們哪兒知道這道遊戲的。從規則看，很難看出遊戲與費波納契數的相關性，但是，

經過實際操作之後可以約略領悟費波納契數所扮演的重要性。事實上，齊肯多夫定理才

是這道遊戲必勝策略的總指導。齊肯多夫定理的另一層解釋為「當你手上有

1,2,3,5,8,13, 元硬幣各一枚時，你一定可以用他們來湊足所有的數字，不僅湊法唯一，

而且使用到的硬幣也不相鄰。」 

 

我們將開始的石頭數目N分成兩類討論如下： 

(1) 當N是費波納契數時，後玩的乙有必勝的策略。其策略就是等甲拿完後，將剩下的

石頭一次取完（能夠的話）或者利用齊肯多夫定理（不能夠一次取完的話），將石頭

數分解成若干個不相鄰的費波納契數之和，然後拿的石頭數是這分解中最小的費波

納契數。然後不斷的重覆這樣的策略，乙就可以拿到最後一顆石頭。舉例來說，當

21N  時，若甲第一次取 8顆石頭，則剩 13顆石頭，乙可以一次取完這 13顆石頭；

但若甲第一次取 2顆石頭，則剩 19=1+5+13顆石頭，乙只需取最小的 1顆石頭，剩

18顆石頭，輪到甲，…，最後乙會取走最後一顆石頭。 

(2) 當N不是費波納契數時，甲可以取走適當的石頭，使得剩下的石頭數目為最靠近 N

的費波納契數，根據(1)的策略，甲變成後完者，會有必勝的策略。例如，當 30N 



時，甲只需取 9顆石頭，就剩下 21顆石頭，甲會贏，而 8 21f  。 

當我們把這道遊戲延伸為「每次取的石頭數目不得超過對方剛取走的石頭數目的三倍」

時，可能需要另一個數列來扮演費波納契數列的角色，究竟是那個數列呢？ 


